Fonctions usuelles — Limites

) Généralites

» Dans tout ce cours, | désigneraintervalledeR (intervalle
ouvert, fermé, semi-ouvert...).

* Sil=][a, b], on appellera | vrgmendelR.

* On considere la fonctiohallant de | daniR telle que pour tout
de I, il existe un uniqueéely tel que y = f(x).

* On appellgraphedef et on note Cles couples (x, f(x)) quand
parcours |.

* On appelledomaine de définitiodef I'ensemble noté Pqui
représente I'ensemble dale | tel que f(XJ R.

II) Limites de fonction
1) Définition

* Soitf une fonction de | dariR et all | et |J R.
On dit quef admet une limité quandx tends vera si :

Oe>0, Ua>0/OxOl,
x-d<sa=|f(x)-l|<e

On écrira :

imf(x) =1 ou f &)=l




Remarque

x-ad<a - a-asx<a+a

x-al<sa = xO]a-a,a+a]|

2) Propriétes des limites

* Lemme:

Soitf une fonction de | darR et all R.

— Si la limite de f(x) quanxitend versa existe alors elle
est unique

— Si pour toux de |, f(x) est positif ou nul et si la limite
de f(x) quand tend versa existe alors la limite de f(x)
est positive ou nulle.

— Si la limite de f(x) quanxitend vers existe et est non
nulle alors il existe wn> 0O tel que pour towt de
la —a, a +af entraine que f(x¥ 0.

Autrement dit

lim f(X) existe = la limiteest unique

X-a

(OxOl, f(x)=0 _

Vim f(x) eise — 1M T()=20

lim f(X) existe

Jx-a = Oo>0/0Ox0la-a,a+a,f x)z G
lim f(x) #0

(Démonstrations par I'absurde)

e Corollaire:

Soitf une fonction de | darR et all | tel que la limite de
f(x) quandx tend versa soit non nulle alors la fonction 1/f(x)
est bien définie sur Jae; a +af



e Définition:
Soitf une fonction de | dariR et all I.

On dit quef est continue ea si et seulement si la limite de
f(x) quandx tends vers existe et vaut f(a).

fcontinueena- linf X ¥Ff 4

* Théoreme d’encadrement (des gendarmes)
Soitf, g eth trois fonctions et al I.
On suppose quexdl, f (x)< g(x)<h(x) et que

lim £(X) =lim h(X) alors la limite de g(x) quandtend vers

a existeet vautlim g(x) =lim f(x) =lim (X
X-a X-a X-a

* Remarque

| = +oo
lim f(x) n'existe pas- {0l OR Lk> O0la> OxOI
x-a<a et |f K)-l|>¢

~

Il existe aussi une autre méthode pour montrerrgulimite
n'existe pas.
Il suffit de trouver deux suites {)xet (y,) telles que :

— X% % Y, pour tout ] IN

_ X - a e Yo - a

_ lim f(x) Zlim f(yn)
Xn—-a yn-a

e Définition:
Soitf une fonction de | dariBR et all I.
— On dit qué admet une limite a gauche de

lim f(x) = Oe>0, Oo>0/0x01,a-a<x<a=|f x)-l|<¢

X-a




— On dit qué admet une limite a droite de

lim f(x) = Oe>0, Oo>0/0x0l,a<x<sa+a=|f x)-l|s¢

x-a’

e [Lemme:

im f(x) =I0OR < lim f(x =lim_f(

* Définition :
On dit quef admet une limité quandx tend vers +w Si :

Oe>0, [b>0/Ox>b=|f X)-I|<e

On dit quef tend vers +» quandx tends vers si :

O0A>0, o> 0/0x01 x-al<sa= f )= A

On dit quef tend vers -~ quandx tends vers « Si:

A<O, [b>0/Ox>b= f X)< A

* Propriétés

im[ 169+ (9] =l 9 +im 3
im[ £()x g(9] =lim () xlim o3
im f(x)}_ im 109

2 9(x)

, Silimg(x) #0
img(x)  x-a




lIl) Formes indéterminees

1) Définitions

Les formes indéterminées sont les suivantes :

0 o
OXOO’OO—OO,— v ’I°
0 o

Six tend vers, les formes indéterminées se raménent a 0/0

Six tend verso, les formes indéterminées se rameéneaf @

Rappel:
(Ja>0,[0x0OR, a* = xIn(a)
f (x) >0,0x01 ( f (X))G(X) — @909IN(f ()

Remarque 1" se raméne a la forme indétermir@eoo

Remarques

1) Sixtend verso et si on a une forme indéterminée de la
forme «/o ou 0/0 alors ce sont les croissances comparées qui
nous aident.

2) Sixtend versa et si on a une forme indéterminée de la forme
0/0 alors ce sont les propriétés fines du numératiedu
dénominateur au voisinage dgui nous aident et la clé est la
dérivéedans ce cas.

Limites a connaitre




+ X —
im0 ) m &g
X-0 X X-0 X
im 3N _y i losk ) L
X-0 X X-0 X
im 2Ny )y
X-0 X X1 X_l

* Autres limites utiles
. sinX)-x 1
lim ( 3) =—
x-0 X 6
. cosix)-1 1
lim ()Z) =——
x-0 X 2
. tanx)-x 1
lim (3) =—
x-0 X 3

2) Méthodes de résolutions des Fl « 0/0 » et « »

Cas « 0/ 0 » : Premiere méthode

Soitf une fonction de | darR dérivable en @l I. Alorson a :

i 100 f(a)
X—a

X-a

f'(a)

Cette méthode ne marche que si on a M» @u dénominateur.

Cas«0/0»:

Deuxieme méthode

Soitf etg deux fonctions de | dari® dérivables en al. On a:



. f(x-f(@ _f'a _. ., ,
leir; 90 =9(a) = @) sif'@#0o0u g ') C

e Cas «0/0 »: Troisieme méthode, regle de I'Hosal

Soitf etg deux fonctions de | dai® dérivables en al | ainsi
gue toutes les dérivées tetg au pointa. On a :

. f(x)-f(@ _f'(@d _. .. ,
IX'EQ () =9(a) = J'@) sif'@#0o0u g'éd)x C

Sif(a) =g'(a) =0 alors,

. f(x-f(@ _f"@ _. .. |
MoW-g@  g'@ o ez

Sif’(a) =g”(a) =0 alors,

jim 0~ (@) (@) si f®@)z00u g® @)z (

x-a g(x)-g@ g9 ()

Et ainsi de suite...
¢ Cas ((ooioo_))

Pour lever I'indétermination, « / « » quandk tends verso,
on factorise les termes dominaatinfini et on simplifie

On peut aussi utiliser les croissances compatéggonctions
usuelles. En plus l'infini, c’est 'exponentiell@igdomine les
fonctions puissances qui elle-méme dominent lestioms
logarithmes.

X

. e
im —=4+0 [In>0

X — +00 Xn

) X
im —=——=400 [In>0




IV)

Fonctions usuelles

1) La fonction « valeur absolue »

e Soitx un réel

_[xsix=0
X =

-XSsix<0

* Une valeur absolue est toujours positive ou nulle.

=X =X
[Ax =[x

* Graphe de la fonction

104

2) La fonction « partie entiére »

e Soitx un réel



Xx=n+a, nUZ, 0<a<1

On définie lafonction partie entier&(x) telle que :

OxOR, E(x)=n07Z

Propriétés de E(x)

[(IxOR, E(x+1)=EX)+1
OxO[n,n+1, EX)=n
[IxOR, Xx—-1<E(X)< X

Limites de E(x):

lim E(X) =n-1

im E(X) =n

E(x) est discontinuen tout point relatif.

Graphe de la fonction

¢
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3) La fonction « mantisse »

On définie lafonction mantissen(x) telle que :

OxOR, m(X)=a =x—-E(x), 0O<sa=m(x)<1

Propriétés

OxOR, m(x+1)=m(Xx)

m(x) est 1 — Périodique.

Ox0[0,4, m)=x

Limites de m(x):

lim m(x) =1
lim m(x) =0

C’est également une fonction discontinue.

Graphe de la fonction




4) La fonction « exponentielle » et « logarithme »

. |OXOR, € >0

im e =0
X — —00
* | lim e =+
X — +00
e’ =1

O(x,y)OR?, €Y =¢* ¢’

O(x, y)OR?, €7 = €

e

OxOR, e :ix
e

» La dérivée dexp est elle-méme. Elle est donc toujours positive.
Doncexp est une fonction strictement croissante et elége
une bijection der - ]0,+«]

» La fonction inverse dexp estin. On I'obtient en faisant la
symétrie orthogonale par rapport a la premierecbisise. Elle
est définie dgo,+of - R.

Ox>0, €™ =x
" |OOR, In(€)=x

» La fonction logarithme népérien est strictemenissiante car sa
deérivée vaut 1/x pour toutpositif.



lim In(X) = -0
x-0"

* | lim In(X) = +oo

X — +00

IN)=0
0(x,y) >0, In(xy)= In(x)+ In(y)

(%, y) > 0, |n(§j = In(x)- In(y)

(x>0, |n(1j -~ Inx)

X

5) Les fonctions trigonométriques

» Ces fonctions ont été étudiées dans ce cours :
http://www.zonegeeks.com/Documents/Cours/prepa/siiatimc

tions usuellesl.pdf

Pour les courbes :
http://www.zonegeeks.com/Documents/Cours/prepa/shatiap

1 Fonction usuellesl.pdf




